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Formal med materiale

I matematik anvender vi i dette forlgb forskellige repreesentationsformer til kognitivt at
begribe det ubegribelige — uendelighed. I materialet skal eleverne gennem de forskelli-
ge repreesentationsformer opleve at forstd dybden i en reekke paradokser knyttet til
uendelighed.

Samtidigt er det malet at udvikle elevernes repraesentationskompetence, saledes at
eleverne rustes til at lese ukendte problemstillinger. Eleverne skal altsa forsta hvorfor
vi i matematik udvikler deres repraesentationskompetencer. Dermed vil de aktivt kun-
ne anvende forskellige repreesentationer til at begribe og lgse nye og ukendte problem-
stillinger.

I forlebet vil der iseer veere fokus pa repreesentationerne: tabeller (numerisk repreesen-
tation), grafer (geometrisk repreesentation) og formler (symbolsk repraesentation) som
kognitive "hjeelpeveerktajer”:
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Propositiones ad acuendos juvenes
(Problems to Sharpen the Young)

Et skrift fra middelalderen skrevet pa latin har titlen "Propositiones ad acuendos juve-
nes”. Titlen overseettes til engelsk som ”"Problems to Sharpen the Young” ! som vi til
dansk ville kunne overseette til "Opgaver for at skeerpe den unges intellekt”. Manu-
skriptet er en af de tidligste kendte samlinger af "rekreative” matematiske opgaver.

Det eeldste kendte eksemplar af manuskriptet stammer fra slutningen af 800-tallet.
Teksten er tilskrevet Alcuin af York (ded 804). Alcuin af York var en leerd, gejstlig, dig-
ter og leerer fra York og er bl.a. ansvarlig for at indfere de sma bogstaver. Han anses
desuden for at veere blandt de vigtigste arkitekter i den karolingiske renaessance.

Nogle udgaver af teksten indeholder 53 opgaver, mens andre indeholder 56 opgaver.
Opgaverne er opstillet mere eller mindre tilfeeldigt (uden hensyn til fx sveerheds-
grad/taksonomi) og inkluderer alle en lgsning pa de opstillede problemer.

Vi vil herunder behandle én af opgaverne fra manuskriptet nemlig opgave nummer 26
som er vist herunder:

XXVI. PROPOSITIO DE CVRSV CANIS AC FVGA LEPORIS.

Est campus, qui habet in longitudine pedes CL. In uno
capite stabat canis, et in alio stabat lepus. Promouit nam-
que canis ille post illum, scilicet leporem currere. Ast ubi
ille canis faciebat in uno saltu pedes VIIII, lepus transmit-
tebat VII. Dicat, qui uelit, quot pedes, quotque saltus canis
persequendo, et lepus fugiendo, quoadusque comprehen-
sus est, fecerunt [Bed., confecerint].

Solutio

Longitudo huius uidelicet campi habet pedes CL. Duc
mediam de CL, fiunt LXXV. Canis uero faciebat in uno
saltu pedes VIIII, quippe LXXV nouies ducti fiunt DCLXXV,
tot pedes leporem consequendo canis cucurrit, quoadus-
Raban Maur (til venstre), med stette fra Alcuin ~ que eumcomprehendit dente tenaci. At uero, quia lepus

(i midten), dedikerer sit arbejde til Otgar faciebat pedes VII, in uno saltu, duc ipsos LXXV septies.
eerkebiskoppen af Mainz (til hajre) Tot uero pedes lepus fugiendo peregit, donec consecutus
est.

Prov at atkode den latinske tekst. Har du et bud pa en overseettelse af nogle af ordene?
Hvis du kender til romertallene, vil du kunne afleese storrelserne naevnet i teksten.

Dine noter:

1 http:/ /en.wikipedia.org/wiki/Propositiones_ad_Acuendos_Juvenes
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Teksten er oversat til engelsk af John Hadley and David Singmaster2:

“There is a field 150 feet long. At one end is a dog, and at the other a hare. The dog chases
when the hare runs. The dog travels 9 feet in a jump, while the hare travels 7 feet. How
many feet will be traveled by the pursuing dog and the fleeing hare before the hare is
seized?”

Opgaven gar altsa ud pa at finde ud af, hvornar hunden indhenter haren, idet de til at
begynde med star i hver deres ende af en mark, der er 150 fod lang. Det oplyses, at
haren lgber med 7 fod pr. spring og hunden med 9 fod pr. spring. Det er underforstaet
at haren lgber veek fra hunden, i samme gjeblik den opdager hunden (hvilket giver
mening) og at hunden straks seetter efter haren. Men det er tilsyneladende ogsa un-
derforstéet, at hunden og haren springer med den samme frekvens, dvs. at deres
spring tager lige lang tid! Vi skal altsa forestille os at hunden og haren for hvert spring
seetter af pa samme tid og lander samtidigt. Da hunden nar leengere for hvert spring
ma hunden pa et eller andet "tidspunkt” indhente haren, der har faet et "forspring” pa
150 fod.

Bemaerk at det for os er naturligt at anvende tidsbegrebet for at finde det gjeblik (tids-
punkt) hvor hunden indhenter haren. Men i middelalderen fandtes der ingen ure,
hvorfor opgaven er stillet under de omtalte forudseetninger, hvor man beheendigt und-
gar at komme ind pa tiden.

Som tidligere neevnt var der med opgaven ogsa givet en lgsning. Inden vi se pa over-
seettelsen af lasningen, kan vi forsege selv at give vores bud, idet vi forst laser opgaven
ved hjeelp af tabeller som repraesentationsform.

Vi dbner et Lister og Regneark i TI-Nspire og navngiver tre sgjler henholdsvis spring,
hund og hare.

A spring Bhund  [Ehare

[N S T |

Den forste liste spring er udtryk for hvor mange spring hunden og haren har lavet. Vi
onsker at undersege de 100 forste spring, idet vi inkluderer det O’te spring med hvor
haren og hunden netop har opdaget hinanden. For at lave en liste, der gar fra O til 100
bruger vi kommandoen seq(n, n, O, 100), der giver os den gnskede liste. Kommandoen
skrives i formellinjen under titlen for sgjlen spring:

A =pring Bhund  [Ehare
#|==seq(n,n,0,100)
A spring 1 =
=seq(n,n,0,100)
2 1
3 2

2 http:/ /en.wikipedia.org/wiki/Propositiones_ad Acuendos Juvenes
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Ved det O’te spring har hunden ikke tilbagelagt nogen distance hvorimod haren har et
forspring pa 150 fod. Efter det 1. spring hvor hunden og haren har opdaget hinanden
og har sat i fuld firspring, har hunden tilbagelagt en distance pa 9 fod mod harens
157 fod (inklusiv forspringet). Disse oplysninger skriver vi ind i tabellen:

l.spring .hund .hare
=seq(n,n,0,100)

I 0 0 150

2] 1 9 157

3] 2

Som neevnt ovenfor vil hunden og hare for hvert spring tilbageleegge hhv. 9 fod og 7
fod mere. Derfor markerer vi de fire celler i regnearket, hejre-klikker og veelger Udfyld
nedad. Med piletasterne styrer vi til "bunden” af listen ved spring nr. 100:

l‘spring Fhund Fhare I I
=seq(n,n,0,100)
Klip
k.opier
Seetind

Ldfyld nedad
Slet celler
Sarter

||| W=D

spring .hund .hare i
'seqin,n,0,100)

98

89

100

Vi ser at hunden ved spring nr. 100, for laengst er néet forbi haren:

.lspring Bhund  [Ehare
.=seq(n,n,0_‘|00)

99 98 882 836
100 99 891 843
101 100 500 850

Gar vi op i tabellen finder vi det spring, hvor hunden indhenter haren. Nemlig ved
spring nr. 75, hvor hunden har tilbagelagt 675 fod og haren 675 — 150 = 525 fod:

l.spring .hund .hare
=seq(n,n,0,100)
I 72 648 654
74 73 657 661
74 666 668
75 675 675
76 634 682
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Vi har nu med en tabel som repraesentationsform last opgaven. Vi kan udvide vores
undersogelse ved at understotte vores leosning med grafer som repraesentations-
Jorm. Vi splitter vinduet i to og tilfgjer en Data og Statistik applikation. Pa x-aksen
tilfejer vi spring som uafhaengig variabel og pa y-aksen tilfgjer vi bade harens og hun-
dens tilbagelagte distance som afheengige variable idet vi hgjre-klikker og veelger Tilfej
Y-variabel:

SO0

700

Twing kategorisk ¥

Fijern —wvariahel

3 Zoom ]
100_ T T T T T T
0 20 60 80 100 40 . 80
spring spring

Veelger vi et tilfredsstillende zoom kan vi se at hunden indhenter haren ved spring nr.
75, efter at have tilbagelagt 675 fod.

O hare
[ hund

800

&
. (75, 675)
s
600

hare : hund

T T T T T T T T T T
0 10 20 30 a0 50 60 70 80 90 100
spring

Vi indser at distancerne haren og hunden tilbageleegger begge kan beskrives ved line-
sere sammenheenge. Vi kunne finde disse linesere sammenheenge ved at udnytte line-
eer regression, men det venter vi lidt med. Forst vil vi forsege os med en symbolsk re-
praesentationsform, idet vi vil prove at lgse opgaven ved ligningslesning.

Lad x som uafheengig variabel veere udtryk for antallet af spring og y som afhaengig
variabel veere udtryk for den tilbagelagte distance malt i fod.

Udgangspunktet for hunden svarer til en begyndelsesveerdi pa O fod og grafen for
sammenheengen gar gennem (0, 0). Der er tale om en konstant veekst idet hunden
springer 9 fod for hvert spring. Altsa er der tale om ligefrem proportional veekst og
sammenheengen kan beskrives ved ligningen y=9-X eller distance,,, =9-spring.

I harens tilfeelde er der ogsa tale om en konstant vaekst, idet haren springer 7 fod for
hvert spring. Eftersom haren har et forspring pa 150 fod er dens begyndelsesveerdi
givet som 150 fod (grafen for den linesere sammenheeng skeerer y-aksen ved y=150).
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Altsa kan sammenheengen for haren beskrives ved ligningen y=7-X+150 eller
distance,,, = 7-5pring+150 .
Opgaven gar som tidligere neevnt ud pa at bestemme det spring, hvor hunden indhen-

ter haren, hvilket svarer til at bestemme den x-veerdi (spring), hvor haren og hunden
har tilbagelagt den samme distance (y-veerdi), idet harens distance inkluderer for-

springet. Da distance,,, = distance,,, kan vi opstille folgende ligning:
9.-spring=7-spring+150 eller 9-x=7-Xx+150

Ved at treekke 7-X fra pa begge sider far vi at 2-X=150 og ved at dividere med 2 pa
begge sider indser vi at hunden indhenter haren efter X=75 spring.

For at bestemme distancen, hvor hunden indhenter haren indseettes X= 751 en af de
to ligninger y=7-X+150 og y=9-X. Ikke overraskende far vi distancen y=9-75=675
fod.

Med TI-Nspire kan vi lgse denne opgave i et-hug ved hjeelp af en solve-kommando. I
en Grafregner applikation lgser vi ligningssystemet distance,,, = 7-spring+150,
distance,,, =9-spring og distance,,, = distance,,, - Ligningssystemet loses med hensyn til
spring:

distance_fiund=9-spring
solve| ydistance_hare="7-spring+150 ,spring
distance_hund=distance_hare

spring=75 and distance_hare=0675 and disiance_fiund=675

Ovenfor viste TI-Nspire CAS lgsning svarer til at lgse to ligninger (y=7-X+150 og
y=9-X) med to ubekendte (x og y), hvilket vi vil vende tilbage til ved en senere lejlig-
hed:

colve y=9-x P x=75and y=675
=T7-x+150

Men dette svarer grafisk til at bestemme skeeringspunktet for to rette linjer. Vi kan
derfor ogsa lese problemet ved brug af en grafisk repreesentationsform. I TI-Nspire
CAS opretter vi denne gang en Grafer og Geometri applikation under samme opgave
som ovenfor. Hgjre-klik pa indtastningslinjen for grafrummet og veelg Punktplot. Veelg
spring og hare som hhv. x og y lister. Hojre-klik i grafrummet og veelg Zoom - Data:

548 1V 648 T7

vinduesingstillinger

Zoom - Felt
Zoom - Ind

Zoom - Ud

Zoom - Standard (10, 10)
05 n- Zoom — Standard

Seneste »  Zoom - Bruger

e —— Marker Zoom - Trig

is gitter Zoom - Data

FParametrisk

- Skjul indtastningslinje Zoom - Tilpasning

Zoom — Kvadrat

Punktplot

Sekvens Tekst—l

Ekjul indtastningslinje

« Wis indtastningslinje ‘ﬁ & 51 x¢[spring *] Y¢[hare *] A
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Gor tilsvarende for at fa afbildet punktplottet for hundens spring over marken:

s

rga TV ﬂ

50

x
783 E 112.07

|« 52 Xe[spring ] Y¢[hund ] |Q

Hojre-klik igen pa indtastningslinjen og veelg Funktion. Tegn graferne for de lineecere
sammenheenge y=7-X+150 og y=9-X som herunder tegnes som graferne for hhv.

f1(x) og f2(x). Ved hjeelp af menupunktet Skaeringspunkt(er) bestemmes den nu vel-
kendte lgsning:

588 TV

f1(x)=7-x+150

]

50 |
g251 5 116.57

Pz

Vi vender tilbage til vores middelaldertekst for at se pa vedlagte lesnings3:

Solution: The length of the field is 150 feet. Take half of 150, which is 75. The dog goes 9 feet
in ajump. 75 times 9 is 675; this is the number of feet the pursuing dog runs before he seizes
the hare in his grasping teeth. Because in a jump the hare goes 7 feet, multiply 75 by 7, ob-
taining 525. This is the number of feet the fleeing hare travels before it is caught.

Altsa skal forspringet haren har i forhold til hunden pa de 150 halveres for at be-
stemme det antal spring hunden og haren udferer inden hunden kan saette sine teen-

der i haren.

Kan du forklare hvorfor dette giver lgsningen?

Dine noter:

3 http:/ /en.wikipedia.org/wiki/Propositiones ad Acuendos Juvenes
7
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Bemaerkning til bestemmelse af de lineazere sammenhaenge

Vi kan ogsa benytte linezer regression til at bestemme den linesere sammenheeng, der
beskriver den distance hunden og haren tilbageleegger som funktion af antallet af
spring. De to distancer afhaenger altsa begge af antal spring som den uafheengig varia-

bel. Udgangspunktet er vores graf med vores punkter:

I Data og Statistik applikationen tegnes graferne for de linesere sammenhaenge, der
bedst beskriver tabellens data ved at veelge menupunktet Vis lineaer (mx+b) i menuen
Regressioner under Analyser. Hojreklik pa hver af de to grafer og veelg Vis residuelle

kvadrater:
O hund
200+
600 -
£ [ [0
Tittg] fiytbare lnjer
200-|
Plot funktion /

Vi ser da, at vi far sammenheengene foreeret. Sammenheengene er ikke overraskende
helt "perfekte”, da sum af kvadrater er 0. Tilfejer vi Residualplot, ser vi at residualer-

B spring Bhund  [Chare B % O hare
+| =seq(n,n,0,100) [ hund
1 0 0 150 800+
2 1 g 157
3 2 18 164 600+
4 3 27 171 5

=
5 a 36 178 5

& 400
6 5 a5 185 2
7 6 54, 192
8 7 63 199 2004
9 g 72 206
10 g 81 213 0
11 10 0 20l (]

= T

[ 41 [-0 0
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Spri
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T T
80 90 100
ng

Fiern regression
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Grafsporing
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3
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ne alle er O. Her er det tydeliggjort ved at tegne de to grafer hver for sig:
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Lineer regression (mx+b)

LinRegMx spring hare, 1. CopyVar stat RegEqn f1: stat results

"Titel"
"RegEqn"
[
s
gz
e
"Resid"

"Linezr regression (mx+b)"
"m*x+b"
7
150
1
1

"y

LinRegMx spring, iund, 1. CopyVar stat RegEqn f2: stat resulis

"Titel"
"RegEqn"
o
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"Resid"
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stat Resid

{U ,0.,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
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Det forste mode med uendelighed*

Dette bliver dit forste mede med uendelighed, idet vi underseger et at de tidligst do-
kumenterede meder med uendelighed.

Papyrus er fremstillet af planten Cyperus papyrus og er et af
verdens eeldste skrivematerialer. Papyrus blev udviklet i Egypten
ca. 4.000 ar for vor tidsregning, og blev en af datidens sterste
eksportartikler for Egypten, kun overgaet af tekstileksporten, og
fik en kolossal indflydelse pa Egyptens udvikling. Papyrus blev
fremstillet under statsmonopol, og fremstillingsmetoden forblev
en velbevaret hemmelighed.

S& hemmelig, at opskriften pa papyrus end ikke blev nedskre-
vet, men videregivet mundtligt fra generation til generation af
producenterne. Planten blev betragtet som hellig. Dens blomst
symboliserede solen, mens den trekantede stilk symboliserede
det egyptiske tegn for uendelighed. Planten indgik i ritualerne
ved tilbedelsen af de egyptiske guder. Guden Ra, vises ofte med
blomsten fra Cyperus papyrus. Papyrus Cester Beatty

Men det var som skrivemateriale, planten fik den sterste betydning. Dels som en
enorm indteegtskilde via en stor eksport, og dels fordi den gav egypterne en helt ny og
mere handterlig made at opbevare sine informationer og sin viden pa. Pa papyrus
samlede og opbevarede man viden om religion, filosofi, litteratur, videnskab, kunst,
medicin, historie og matematik.

Indtil det lykkedes forskerne at tyde de babylonske ler-
tavler, var overleveringer fra Egypten den rigeste kilde til
vores viden om matematik i oldtiden. Den papyrus, som
har givet os mest kendskab til matematikken i det gamle
Egypten er den sdkaldte Rhind-papyrus. Typisk bliver
denne papyrus tidsfeestet til ca. 1650 f. Kr.

T A 2e20
e ez

I3 1latiy
Egypterne havde blandt andet en interessant metode til ;
multiplikation og division, og denne metode baserer sig
faktisk pa de samme principper, som bruges i moderne
computere. Denne metode bygger pa en udvikling af hele
tal i totalssystemet. Rhind-papyrussen giver os ogsa in- 5
formation om egypternes brug af stambrgker. En stam- oalem e

brok er en brek, som har tallet 1 som teeller (over brok- L - i
stregen). Papyrus Rhind

I lighed med vort moderne talsystem havde ogsa egypterne et veludviklet titalsystem
(grunden til, at ti blev valgt som grundtal, var at man ogsa dengang talte pa fingrene).
Mens vort talsystem er et positionssystem, hvor cifrenes placering har betydning, var
egypternes talsystem et sdkaldt additivt talsystem, der havde symboler for 1, 10, 100,
1 000, 10 000, 100 000 og 1 000 000. Nar de skulle skrive et tal, skrev de symbolerne
ved siden af hinanden og adderede dem pa samme made, som man kender fra det ro-
merske talsystem.

4 Det indledende afsnit er klippet fra Wikipedia:
http://da.wikipedia.org/wiki/Matematikkens historie
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En anden kilde til viden om de gamle egypteres matematik er den sakaldte Moskva-
papyrus; af denne fremgar det, at egypternes kundskaber i matematik gik meget leen-
gere, end Rhind-papyrussen antyder. Papyrussen indeholder 25 matematiske proble-
mer, som blandt andet viser, at egypterne ma have kendt til formlen for en pyramides
rumfang. Et af problemerne viser yderligere, at de ogsd ma have kendskab til formlen
for rumfanget af en pyramidestub.

Horus gje

Horus' gje er et gammelt egyptisk symbol - ofte i
form af en amulet - for helbred, sundhed og konti-
nuitet. Symbolet knytter sig til en gammel myte om
to de stridende guder, Horus og Seth, der bl.a. er
fortalt i Papyrus Cester Beatty (ca. 1150 f.kr.).

Baggrunden for historien er mordet pa Osiris. Den
retfeerdige gud er blevet myrdet af sin bror, Seth, og
ma nu i al evighed opholde sig i underverdenen. I
mellemtiden ma de ovrige guder forsege at fa det
hele til at fungere pa jorden.

Der skal findes en ny arvtager til Osiris’ trone, men hvem skal man veelge? Horus er
Osiris’ sen, men Seth er hans bror, og som han selv siger, seldre og mere erfaren. Af
teksten i den neevnte Papyrus fremgar det, at guderne har diskuteret sagen i 80 ar
uden at na en afggrelse.5

I den aegyptiske mytologi blev Horus gje saret, vredet ud eller spist af den frygtindgy-
dende gud Seth. Senere blev det, ifolge den magiske trylleformular nr. 17 i den aegyp-
tiske dedebog, fort tilbage og helet af den ibis-hovede gud Thoth. Thoth, som skabte
matematikken, gjorde det med sine fingre.

Man har diskuteret om denne vending refererer til at 'teelle med fingrene', og om myten
pa en eller anden made kan seettes i forbindelse med Horus brekerne (halveringsbre-
kerne 2,1 2 & & og . Disse breker udger i moderne terminologi, en eksponentiel afta-
gende talfelge med seks led, hvor det forste led netop er den konstante faktor.

Udjat betyder det, som er helbredt, og blev det det almindelige symbol pa alt, der heler
og skaber kontinuitet. Jjet er dermed et godt tegn; som amulet beskytter det mod "det
onde gje" og mod uheld og giver desuden kraft og frugtbarhed. I det Nye Rige dekore-
redes ligkister med gjet ("magiske ojne").

Hekatten var den almindelige rumfangsenhed nar man skulle male korn eller mel. Det
svarede til ca. 4.8 liter eller lidt mere end en britisk gallon.

Ved mindre maengder blev hekatten successivt halveret til stambrekerne 1/2, 1/4,
1/8, 1/16, 1/32 og 1/64. Disse kendes som brgkerne fra Horus-gjet, fordi de blev
skrevet med tegn, der mindede om de enkelte dele af gjet pa guden Horus med falke-
hovedet, ogsa kendt som wedjat-gjet.

5

http://74.125.77.132 /search?qg=cache:B1 1cgRyvB28J:www.daes.dk /horus.html+horus+%C3
%B8je&cd=128&hl=da&ct=clnk
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Flere hieroglyffer indgar i tegningen af ”gjet”
og ojet bestar af seks dele, der hver repree-
senterer en breokdel.

Opgave nr. 79 i Rhind Papyrussen gor det
klart, at eegypterne godt kunne udregne
summen af brgkerne, som er 63/64. De
kunne ogsa have fundet ud af at den mang-
lende del op til helheden 1 netop er 1/64.

Hvis Horus - Seth - Thoth historien ogsa har en matematisk betydning, kunne det alt-
sa netop veere, at det edelagte Horus-gje blev helet pa magisk vis ved at tilfgje den
manglende brekdel 1/64.

I en Grafregner applikation i TI-Nspire udregner vi summen af flere og flere af stam-
brekerne der indgar i Horus gje:

[~ | W= | | b |

,_.
=
3|
(=)

= oo | |-
—
=
| oo

2 4 8 16 32 64 64

Grafisk far vi felgende tallinje til at illustrere ovenstaende summer:

1 3 7 15

0 Py r —85..1
| | I L 11

Hvis vi har et stykke med sterrelsen 1 og halverer det, vil der veere halvdelen tilbage
(what a surprise!), dvs.
1=%+
1

Her er resten netop den indrammede brekdel. Halverer vi nu resten vil der veere - til-

I_l 1 1
2 4 4

Halverer vi igen resten vil der denne gang veere 1 tilbage:

— 1 1 1 1
1—5+Z+§+

—1 1 1 1 1 1 1
1_5+z+§+ﬁ+§+a+

Og for Horus gje far vi:

Hver af stambrokerne i Horus gje bestod som sagt af brgker dannet af toer potenser:

_1

1 1 1.1 1 1 1 1
4 22’

2 16 2¢' 3R 64 2°

N
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Havde Horus gje bestaet af endnu flere dele med flere breker ville det derfor veere op-
lagt at geette pa at de naeste breker ville veere:

1 1 1 1 1 1

2 128" 2 254 2 512"
Efterhanden som vi leegger flere og flere af disse stambregker til Horus gje vil vi danne
en sum der er teettere og teettere pa veerdien 1. Man kunne endda vove den pastand at
man kunne komme vilkarlig teet pa veerdien 1.

Foler du dig ikke overbevist kan du helt Jorgen Clevinsk med papir og saks folge ne-
denstaende ovelse:

1) Fold et stykke papir pa midten og del papiret i to lige store dele. Skriv 2 pa den
ene af dine to stykker papir og leeg det til side.

2) Fold herefter det resterende halve stykke papir pa midten (det du ikke har skre-
vet pa) og del dette papir i to dele. Du har nu halveret en halvdel af det oprinde-
lige hele stykke papir hvorfor du pa det ene af dine to nye stykker kan skrive:

1 1

NN

FNQIY

2 2
3) Leeg den fjerdel til side du har skrevet p4 sammen med den forste halvdel. Den

anden % halveres og du kan pa den ene af de to stykker papir skrive:
1
2 1 1.1

2742 2 8
4) Fortseet indtil sa leenge du kan skrive brgkdelene pa den ene af de to halvdele af
brekdelene.

Vi kunne nu klistre vores afklippede dele sammen. Det sammentapede ark danner
summen af brokdele af det oprindelige hele stykke papir og efterhanden som vi klistrer
mindre og mindre halvdele af brgkdele sammen vil det sammentapede ark efterhanden
ligne det oprindelige ark mere og mere. Det sammentapede ark vil dog aldrig blive lige
sa stort som det oprindelige ark:

w‘;‘H
-

M|,¢.\H
Il
o[

o |

||~
W

Ovenstaende proces er potentiel uendelig. Vi kan "kun” gennemfere processen et en-
delig antal gange. Vi skal ikke halvere stykkerne ret mange gange inden det bliver
sveert og decideret umuligt at halvere mikroskopiske sma stykker. Det er dog ikke
sveert for os at forestille at processen fortseetter. Vi siger osv. og nar det geelder tal til-
fojer vi tre prikker for at indikere at meonsteret fortseetter: 2, 4, 8, 16 osv. eller 2, 4, 8,
16, ...
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Vi skulle nu gerne have indset at summen af brekerne %2, %, 1/8, 1/16, ... efterhan-
den tilneermer sig 1, altsa at der ma geelde at:

i-‘_... = + + + + + cee e
2 4 8 16 32 64 2022 22 A
Der geelder faktisk den folgende simple bemaerkelsesvaerdige formel:
- b
b+b-a’+b-a*+b-a’+..+b-a"+..=> b-a" "I a
n=0 —a

En nedvendig (men desveerre ikke tilstraekkelig) betingelse for formlens gyldighed er at
leddene der leegges sammen bliver mindre og mindre: |a|<1 (summens behandles

yderligere i det senere afsnit: "Generel behandling af Achilleus og skildpadden”).

N

. 1
Det giver os det gnskede resultat da b= > og a=
1 2 3 1
1+1+1+1+1+1+...+1+..._1+1.(1j +1.(1j J.(lj N +1.(1)n+ _il.(l)n_z_l
222 222 528 2 2 2\2) 2\2) 2\2) T 2l2) T &Z2l2 1

TI-Nspire kan rent faktisk udregne disse uendelige summer. Vi finder sumtegnet un-
der Matematikskabeloner og uendelighedstegnet under symboler:

w 1

> e

n=0

Forestil dig at du befinder dig pa en vejstreekning mellem punkt A og B. Afstanden
mellem A og B er en kilometer. Hvordan vil du forklare ovenstdende uendelige sum?

i,

T T | T T T T T T T T
0o 01 02 02 04 05 06 07y 0B 085 10
A B

Dine noter:
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Achilleus og skildpadden

Zenos paradokser er en raekke problemer, der menes at
have veeret udteenkt af Zeno fra Elea til stotte for Parme-
nides doktrin om at bevaegelse ikke er andet end en illu-
sion. Det formodes at Zenos projekt var at skabe disse
paradokser, fordi andre filosoffer havde rejst indvendin-
ger mod Parmenides opfattelse.

Zenos argumenter er muligvis de forste eksempler pa en
bevismetode kaldet "reductio ad absurdum” ogsa kendt
som “bevis ved modsigelse” (modstridsbevis).

Flere af Zenos ni overleverede paradokser er i princippet
eekvivalente, og de fleste af dem blev betragtet, ogsa i
oldtiden, som meget lette at tilbagevise. Tre af de nok
kendteste paradokser er: Achilleus og skildpadden, Den
gentagne halvering (Dikotomi argumentet) og pilen i sin
flugt.

Zenos paradokser skabte dog store problemer for antikke og middelalderlige filosoffer,
der ikke var tilfredse med de foreslaede lgsninger. Mere moderne matematiske meto-
der, som udnytter differentialregning har generelt tilfredsstillet matematikere og inge-
nigrer. Dog har udviklingen inden for fysik sat spergsmalstegn ved tanken om tid, rum
og hastighed nogensinde kan bestemmes ngjagtigt.

Der er dog stadigveek mange filosoffer, der aftholder sig fra at sige at paradokserne er
helt lost. Det papeges dog at forsegene pa at lese paradokserne har resulteret i mange
intellektuelle erkendelser. Varianter af paradokserne (f.eks. Thomson's lampe som vi
ser pa senere i materialet) fortseetter med at sa tvivl om argumenterne — hvis der i det
hele taget er noget galt med dem!

Vi vil nu med respekt behandle det nok mest beromte af Zenos paradokser om Achil-
leus og skildpadden. Zeno gnsker at bevise at den fodrappe Achilleus umuligt kan
indhente den langsomme skildpadde, hvis blot skildpadden far et lille forspring til at
begynde med.

Den fodrappe Achilleus giver skildpadden et forspring
i tiltro til hans egen fantastiske evner: Ingen lgber
hurtigere end den fodrappe Achilleus.

Men det skulle han aldrig have gjort. For hvis Achil-
leus skal indhente skildpadden ma han forst tilbage-
leegge skildpaddens forspring. I mellemtiden er Skild-
padden lgbet et lille stykke og har derfor et nyt — om
end mindre forspring.

Nu ma Achilleus derfor forst tilbageleegge det nye mindre forspring. Men i mellemtiden
er Skildpadden lgbet endnu et lille stykke og har derfor skabt sig et nyt — om end end-
nu mindre forspring. Nu ma Achilleus forst tilbageleegge det nye endnu mindre for-
spring osv. osv. Achilleus far derfor aldrig indhentet skildpadden, da han hele tiden
skal indhente det nye forspring Skildpadden i mellemtiden har etableret.
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Laeg maerke til den kognitive faelde: Sa laenge vi er inde i forestillingen om, at Achil-
leus lige skal have indhentet det sidste forspring skildpadden har opnaet, er vi fanget i
uendelighedens faelde: Der er altid et nyt forspring pa vej og vi slipper derfor aldrig ud
af feelden. Faktisk mangler vi hele tiden et uendeligt antal forspring, som den djeevelsk
langsommelige skildpadde megjsommeligt formar at stable pa benene. Det er ligesom
nar vi teeller: 1, 2, 3, ... . Der er hele tiden et nyt tal og et nyt tal og et nyt tal ..., dvs.
sa leenge vi teeller, kan vi aldrig blive feerdige — ikke bare er der altid et neeste tal, men
der er uendeligt mange tal tilbage, som vi endnu ikke har faet talt. Vi bliver derfor al-
drig faerdige med at teelle — og pa samme made bliver Achilleus aldrig feerdig med at
indhente skildpaddens mgjsommeligt etablerede forspring.

Lad os preve at undersoge veeddelgbet matematisk, idet vi lader skildpadden fa et for-
spring pa 10 meter og vi siger at Achilleus lgber 10 gange sa steerkt som skildpadden.
Vi kan nu nemt regne pa veeddelgbet. Lad os desuden teenke os, at super skildpadden
leber 1 meter i sekundet og at Achilleus dermed leber 10 meter i sekundet. Kaldes ti-
den de har lgbet for x og distancen de har tilbagelagt for y far vi:

Skildpadden: y = forspring + tilbagelagt distance =10 + x
Achilleus: y = tilbagelagt distance =10 - x

Altsa kan vi lgse ligningen 10+ Xx=10-X for at bestemme det tidspunkt, hvor de har
tilbagelagt den samme distance (inklusiv forspring):

10+x=10-x —»> 10=9.x —»> —=x

Det viser at Achilleus overhaler skildpadden efter 10/9 = 1+1/9 sekund, og at det sker
efter at have lgbet 100/9 = 11+1/9 meter (mens skildpadden kun har lebet 1+1/9 me-
ter). Pyha — det var godt, at vi fik styr pa det... hvor sveert kan det veere!?

Vi kan nemt illustrere ovenstdende eksempel grafisk i et koordinatsystem, idet vi teg-
ner grafen for distancen som Achilleus og Skildpadden (inklusive forspring) tilbage-
leegger:

1253 17

(0,11.111111)

(1111111, 11.111111)

skildpadde(x)=10+x

achilleus(x)=10-x

05 {1111111,0])

0.05
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Skeeringspunktet for de to grafer giver os det tidspunkt og den distance, hvor Achil-
leus indhenter Skildpadden, idet vi veelger at fa resultatet vist med 6 decimaler.

Dette er hvad almindelig sund fornuft siger os (koblet med lidt matematisk indsigt).
Men hvad sa med Zenos indvending? Zeno deler veeddelsbet op i et uendeligt antal
etaper.

I forste etape skal Achilleus forst na hen til skildpaddens startposition. I mellemtiden
er skildpadden naet lidt leengere. Grafisk skal vi altsd traekke en vandret linje fra
skildpaddens startposition hen til grafen for Achilleus. Derneest skal vi traekke en lod-
ret linje fra skeeringspunktet op til Skildpaddens graf svarende til Skildpaddens nye
forspring. Den vandrette og lodrette linje tegnes vha. af menupunktet Vinkelret eller
Parallel:

1258 TV

{0,11.111111 )| skildpadde{x)=10+x (1111111,11.111111)
"Farste etape af labet"
{0,10] (1,10)
achilleus{x)=10-x
0'5 (10} (1111111,0)

M 0.05 / [

e "Det idspunkt hvor Achilleus indhenter Skildpaddens oprindelige forspring"

For at illustrere naeste etape Zoomer vi ind pa det relevante omrade ved at hgjreklikke,
veelge Zoom - Felt og markere de to hjerner der afgreenser feltet:

@ 1258 47

{0, 11111111 )| skildpadde{x}=10+x (1111111, 11 111111)

(o0} {1.10) —

" Ferste stape af labet"
achilleus(x)=10-x

achilleus(x)=10-x

05 {10} (1111111.0)

» "Det tidspunkt hvor Achilleus indhenter Skildpaddens oprindelige forspring”
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I neeste etape skal Achilleus s& indhente det nye forspring. Dvs. vi skal igen traekke en
vandret linje efterfulgt af en lodret linje svarende til Skildpaddens nye forspring:

¥

(11,111)

skildpadde(x)=10+x

"Anden etape af lebet"

"Ferste etape af lobet|

2

achilleus(x)=10-x

1)

Tredje og fjerde etape konstrueres pa tilsvarende made:

(1111111, 11 111111)

[1111,11]

111)

S

Trede efape af lobet” [_

e

L

e

/"'u-u.b;_,r :

(11,11)

{r11111)

(11.111) | skidpaddelc)-10+x

(111,311)

" Anden staps af labst’

skildpadde(x):lo-v-x‘

""Fjerdje etape af lebet”

{

1.111111,11 111111)

{111,11.11)

"Tredje etape af labat"

[111,111)

achilleus(x):lo-x

{111

1,1111)

Det er klart, at vi nu kan fortseette denne potentielt uendelige proces! Men lad os zoo-

me ud og se vores samlede konstruktion:

1234 TV
"Anden etape af lﬁbet‘l'
{0.11.1)| skitdpadde(x)-10-+x
""Farste etape af labet" (1 111111,11 111111)
(0,10} (1.10)
achilleus(x)=10-x

05 {1,0) f111,0)
12 02 _—___J_f_r——f—*

\aa "Det idspunkt hvor Achilleus indhenter Skildpaddens oprindelige forspring"
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Skeeringspunktet mellem de to grafer, fremstar dermed som greensen for de uendeligt
mange "trappetrin”, svarende til de uendeligt mange etaper lgbet er blevet delt op i.

Vi kan ogsa nemt regne os gennem de enkelte etaper. I den forste etape skal Achilleus
tilbageleegge 10 meter. Det tager Achilleus 1 sekund. Imellem tiden nar Skildpadden
10 gange sa kort, dvs. 1 meter.

I den anden etape skal Achilleus kun tilbageleegge 1 meter. Det tager Achilleus 1/10
sekund. I mellemtiden nar Skildpadden 10 gange sa kort, dvs. denne gang 1/10 me-
ter.

Og sadan fortseetter det, idet hvert nyt forspring er en tiendedel af det forrige og tager
ti gange sa kort tid at gennemlebe. Alt i alt skal Achilleus derfor gennemlgbe streeknin-
ger:

2 3
10+1+L+L+...=10+10~L+10~ ij +10- 1 +...
10 100 10 10 10
Vi kan ogsa udtrykke det i decimaler saledes:

10+1+01+001+0001+...= 111111...:%

Achilleus indhenter altsa skildpadden efter at have lebet 100/9 = 11.1111... meter.

Den tid Achilleus bruger pa at indhente Skildpadden er tilsvarende:

11 1 1 (1Y (1Y)
+—+ + =1+ —+|—| +| = +
10 100 1000 10 (10 10

eller i decimaler:

1+01+001+0001+..-= lllll...:%

Achilleus indhenter altsa skildpadden efter at have lgbeti 10/9 = 1.1111... sekunder.
Lad os for et gjeblik holde fast i Zenos paradoks hvor det jo ikke var muligt for Achil-
leus at indhente Skildpadden da han skal gennemlgbe uendeligt mange etaper. Hvor-

dan var det egentlig det lykkes for os at lgse opgaven og slippe fri af den kognitive feel-
de?

Her benytter vi os af den grundleeggende metafor for uendelighed: Nar der foreligger
en gentagen proces, kan vi forestille os den afsluttet pa 'den yderste dag', dvs. i ét hug
forestille os at alle de uendeligt mange gentagne delprocesser er overstaet og vi kan
begynde pa en frisk.

I den ovenstaende undersogelse har vi f.eks. en trappe med stadig mindre trin, der
sneevrer sig ind mod skaeringspunktet. S nar vi forestiller os at vi har besteget alle de
uendeligt mange trappetrin, sa er vi netop ankommet til skeeringspunktet. Som vi sa
tidligere geelder der den simple formel som vi kan udnytte:

b+b-al+b-a2+b-a3+...+b-a“+...=Zb-an =1L
n=0 —a

Ovenstaende formel anvendte vi ret faktisk to gange til indirekte at bestemme hhv.
tidspunktet hvor Achilleus indhentede Skildpadden med b=1 og a=1/10:

2 3 o n
1+L+L+L+...:l+i+[LJ +[LJ +...:Zl-[iJ 1 _10
10 100 1000 10 \10) "\10 = \1o) [ 1 9
10
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1
Og straeekningen Achilleus gennemlgber med b=10 og a= 10 :

2 3 o n
10+1+L+L+...:10+10-i+10‘(i] +10-(ij +...:ZIO-(L] :ﬁzm
10 100 10 10 10 v 10 1 1 9

10

Som vi sa tidligere kan TI-Nspire CAS nemt udregne disse uendelige summer. Vi finder
sumtegnet under Matematikskabeloner og uendelighedstegnet under symboler:

«@ 10

Leeg ogsa meerke til, at vores undersggelse bade omfatter rum og tid:

Achilleus indhenter skildpadden i lebet af en endelig distance, fordi summen af alle de
lodrette stykker i trappetrinene er endelig (de lodrette linjestykker bliver mindre og
mindre — hvilket ikke er tilstreekkeligt, men nedvendigt for at summen kan blive ende-

lig).

Achilles indhenter ogsa skildpadden i lgbet af en endelig tid, fordi summen af alle de
vandrette linjestykker i trappetrinene er endelig (de vandrette linjestykker bliver min-
dre og mindre — hvilket ikke er tilstrackkeligt, men nedvendigt for at summen kan blive
endelig).

Specielt ser vi at den kognitive feelde ikke handler om at vi aldrig kan slippe ud, fordi
en uendelig proces ma tage uendelig tid. Ligesom et linjestykke kan opdeles i uendeligt
mange delstykker, hvis vi f.eks. successivt halverer linjestykket, pa samme made kan
et tidsrum opdeles i uendeligt mange deltidsrum, hvis vi f.eks. successivt halverer
tidsrummene. Vi slipper ikke ud af feelden, sa leenge vi befinder os inde i faelden, fordi
vi 'hele tiden' mangler at udfere uendeligt mange handlinger.

Mens det i dag er nogenlunde nemt at forestille sig at en uendelig sum af stadig min-
dre streekninger godt kan veere endelig, er det stadigvaek sveerere at forestille sig det
tilsvarende om tidsrum. Sa intuitivt vil mange fole, at man ikke kan gennemlgbe uen-
deligt mange etaper i et endeligt tidsrum. Men tid opferer sig ligesom rum, sa ogsa en
uendelig sum af stadigt mindre tidsrum kan godt ga hen og veere endelig. Og sa har vi
endda udviklet en sumformel som tillader os at finde den preecise veerdi af en sadan
uendelig sum og dermed at beregne det preecise tidspunkt savel som det preecise sted,
hvor Achilleus indhenter skildpadden i zenos formulering af lgbet, hvor det er opdelt i
uendeligt mange etaper.

Men vi har ogsa set at man ved at lgse en simpel ligning kan finde ud af dette uden at

jonglere med uendeligheder. Man kan altsa komme helt uden om paradokset ved
hjeelp af sin sunde fornuft. Helt s4 nemt gar det dog ikke altid!
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Generel behandling af Achilleus og skildpadden

Som ovenfor bruger vi en moderne repreesentationsform til at fortolke, hvad der sker
undervejs i veeddelobet, idet vi igen afbilleder tiden ud af fersteaksen og positionen op
af andenaksen i et koordinatsystem. Vi indferer denne gang de folgende betegnelser:

Achilleus giver skildpadden et forspring pa stykket b. Achilleus lgber med hastigheden
1 (vi kan altid afstemme vores enheder for leengde og tid, s& Achilleus netop leber 1
leengdeenhed i lobet af 1 tidsenhed). Den langsomme skildpadde lgber med hastighe-
den a, hvor a selviolgelig er mindre end 1.

Da Achilleus starter fra positionen y = 0 til tiden x = O fglger han derfor beveegelseslig-
ningen y = x. Da skildpadden starter fra positionen y = b til tiden x = O og da skild-
padden beveeger sig med hastigheden a folger den beveegelsesligningen y=a-x+Db.
Der hvor de to linjer skeerer hinanden, indhenter Achilleus netop skildpadden og farer
triumferende forbi:

15 A Distancen
a =25
I
0. 1.
b =5
T )

Skildpaddelx)=a-x+b
b
Achilleus(x)=x
1
Tiden

-5 1 15
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Vi kan endda nemt finde ud af hvor Achilleus indhenter skildpadden ved at seette de
to ligninger lig med hinanden og ga frem pa seedvanlig vis:

\iskal lzse ligningen x=a-x+b. Vitraekker derfor a-x fra pa begge sider;
I:x=a-x+b:l—a-x — (l—a:I-x=b

Derefter dividerer vi med 1-a pa begge sider:

(1-a)x=b b
e
1-a l-a
Achilleus indhenter derfor skildpadden til tiden li
-
Vi kan teste losningen grafisk ved at udregne 1a og overfore veerdien til begge ak-
serne:
Disti
a5 i5 1STancen
0. 1.
b =5
o 10.
b
— 10
l-a
L b
Skildpadde(x)=a-x+h 1-a’ 1-a
b
Achilleus{x)=x
1
Tiden

5 1 15

Vi kan ogsa forsta formlen ud fra opgaven med hunden og haren: I hver tidsenhed lg-
ber Achilleus 1 leengdeenhed, mens skildpadden kun lgber a leengdeenheder. Altsa
rykker Achilleus 1 — a leengdeenheder neermere. Da det oprindelige forspring var b, sa

b
forteeller breken —— os netop hvor mange gange det tager for forspringet er spist op

og dermed hvor mange tidsenheder, der gar for skildpadden er indhentet.

I det ovenstdende eksempel er a fx 0.5, dvs. skildpadden beveeger sig 0.5 leengdeenhed
i hver tidsenhed. Men det betyder sa at Achilleus skeerer 1 — 0.5 = 0.5 af forspringet i
hver tidsenhed. Da det oprindelige forspring i dette eksempel er 5 tager det altsa Achil-
leus 5/0.5 = 10 tidsenheder at indhente skildpadden.
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Men hvad nu med Zenons paradoks? Ifglge Zenons paradoks skal Achilleus forst tilba-
geleegge det oprindelige forspring b. Vi tegner derfor en vandret linje ud fra startpunk-
tet b. Men i mellemtiden har skildpadden etableret et nyt forspring som har sterrelsen
b-a(fordi linjen har haeldningskoefficienten a, dvs. nar vi rykker stykket 1 hen, rykker
vi samtidigt stykket a op, og dermed: nar vi rykker stykket b hen — som jo er b gange
sa stort som stykket 1 - rykker vi samtidigt stykket b -a op):

R Skildpadde(x}=a-x+b
— 10
l-g -
b b
1-a’ 1-a
b-a
b
5 (b,b)
Achilleus(x]=x
0.5 Tiden
-5 0.5 / 15
Achilleus indhenter skildpaddens aprindelige forspring

Men sa ma Achilleus jo pa den igen og igen og igen ...

Skildpadde(x}=a-x+b

b
— 10
1-a

(2.2)
Achilleus(x)=x

0.3 Tiden

-5 0.5 / 15

Achilleus indhenter skildpaddens oprindelige forspring
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Sa forst ma Achilleus tilbageleegge det oprindelige forspring b, sa ma han tilbageleegge

det neaeste forspring b-a, sa ma han tilbageleegge det neeste forspring b-a° osv. osv.
Alt i alt méa Achilleus altsa tilbageleegge den uendelige sum:

b+b-al+b-a2+b-a3+...+b-a”+...:2b-a“ :%
n=0 -

hvor venstresiden er summen af alle de lodrette linjestykker, mens hgjresnetop iden er
skeeringspunktets lodrette hajde over x-aksen.

Denne sum behandlede og diskuterede vi i det tidligere afsnit. Vi vil nu behandle form-
lens "reekkevidde” idet vi undersoger dens gyldighed i andre situationer.

Hvad nu hvis skildpadden er forvirret og lgber den modsatte vej, dvs. lgber Achilleus i
mede? I sa fald er skildpaddens hastighed a altsa negativ (men ligger stadigvaek mel-
lem -1 og 0):

. Skildpadde(x)=a-x+b
\
b,b
b =5 5 ( ‘ )
... =
0. 10. \
ba
[ a5 bra
4
2 ba
b bra \
Achilleus(x)=x
4.2 Tiden
(.69 0.2 / 7.98
> -2.06 Achilleus indhenter siildpaddens oprindelige forspring

Denne gang far vi s& en trappe, hvor hvert andet trin gar opad og hvert andet trin gar
nedad. Zenons historie bryder selvfolgelig sammen for Achilleus passerer skildpadden
pa vej ud til startpunktet for skildpadden. Den grafiske repreesentation star derfor ik-
ke leengere for veeddelobet opdelt i sine mange faser, men repraesenterer i stedet blot
at medestedet stadigveek kan opfattes som en sum af uendeligt mange bidrag, hvor
hvert andet bidrag er positivt og hvert andet bidrag er negativt. Vi spoler skiftevis fil-
men fremad og tilbage, fordi Achilleus hele tiden leber for langt i sin iver efter at na
frem til det sted, hvor skildpadden sidst blev set.

Formlen geelder derfor stadigveek — men nu altsa ogsa for negative veerdier af a:
- b
b+b-a’+b-a*+b-a’+..+b-a"+..=> b-a"=—
n=0 —a
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Men hvad nu hvis skildpadden er en superskildpadde og kan seette farten op, sa han i
stedet kan lgbe fra Achilleus?

Hvordan skal vi sa tolke den grafiske repreesentation og formlen for den uendelige pro-
ces?

Dist

a =2 152 88 istancen

T

o 10.

b -5

T T T T T

0 10.

brat
Skildpadde(x)-a-x+b
b
l1-a
b-a”
Achilleus{x)=x
b-a®
b ba
5 .
} ‘;(b,b) Tiden
B e YAchilleus indhenter skildpaddens oprindelige forspring 125.09
1—;'2" 1—a

» -49.24

Trappetrinene bliver stgrre og sterre denne gang og Achilleus synes virkeligt at veere
fanget i feelden denne gang og kan ikke slippe ud: Jo leengere tid, der gar jo mere bag-
ud kommer han! Alligevel skaerer de to grafer hinanden i et punkt med negative koor-
dinater! Hvordan skal det nu forstas?

Jo, vi skal tage beveegelsesgraferne alvorligt og forestille os at lgbet foregar med flyven-
de start! Altsa har Achilleus og skildpadden lgbet og lgbet siden begyndelseslgs tid og
til tiden t = O passerer Achilleus netop startstregen i y = 0, mens skildpadden allerede
er fremme ved forspringstregen i y = b. Men da skildpadden lgber hurtigst betyder det
jo, at skildpadden passerede Achilleus for de kom til startstregen og dermed for tids-
punktet ¢t = 0. Heraf kommer de to negative veerdier!
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Men geelder formlen
= b
b+b-a’+b-a*+b-a’+..+b-a"+..=> b-a"=—
n=0 1-a
sa stadigvaek? Summen bestar af lutter positive led, hvor de enkelte led bliver storre

og storre, mens hejresiden —— er et negativt tal fordi a er storre end 1!

Det er omstridt! I moderne matematik har man skiftet synspunkt flere gange: Euler
fastholdt formlens gyldighed, men sa kom den i miskredit, hvorefter den igen kom til
eere og veerdighed med den sakaldte komplekse analyse (som vi ikke her skal se neer-
mere pa). Vi skal ikke her se neermere pa Eulers tekst. Sa i stedet nejes vi med nogle
bemeerkninger af mere kognitiv art:

Leeg meerke til at tallet a repreesenterer haeldningen af linjen (der repraesenterer bevae-
gelsen for skildpadden). Nar vi eendrer pa a drejer linjen. Det vil altsd vaere neertlig-
gende i stedet at afbilde a pa en cirkel, hvor en vandret linje gennem centrum gar
gennem O, mens en lodret linje gennem centrum gar gennem oo, mens alle andre linjer
gar gennem det tal, der repreesenterer deres heaeldningstal. Talcirklen bestar altsa af
alle de reelle tal, hvor hvert tal optreeder dobbelti to modsatte punkter pa cirklen:

2.39785

Men med en saddan form for cyklisk tallinje er det jo ikke s& meerkeligt, at nar vi vokser
op gennem de positive tal og passerer o, dukker vi nu op pa den negative side og be-
veeger os gennem de negative tal indtil vi passer O og igen rammer de positive tal osv.
Sa en sum af positive tal kan maske godt skyde forbi uendelig og blive negativ?

Vi kan i hvert fald konstatere falgende:

Bortset fra a = 1 vil Achilleus og skildpadden altid medes — enten i fremtiden (¢ positiv)

eller i fortiden (¢ negativ) og madestedet vil netop veere til tiden 1a 1 positionen 1a
—a —a
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I tilfeeldet a = 1 ville vi faktisk ogsa kunne sige, at de medes i et uendeligt fjernt punkt
efter uendelig lang tid.

Hvis skildpadden lgber langsommere end Achilleus (0 < a < 1) vil lgbet indtil de medes
kunne opfattes som bestaende af en uendelig proces, hvor Achilleus hele tiden skal

tilbageleegge skildpaddens sidste nye forspring. Men summen af alle de stykker, som
Achilleus tilbageleegger, er netop givet ved formlen:

b+b-a'+b-a’+b-a’+..+b-a"+..=> b-a" :1L
n=0 —a

Men formlen geelder altsa faktisk i en vis forstand for alle veerdier af a. Her er et for-
melt argument:

Kalder vi summen for S kan den omskrives saledes:
S:b+b-a1+b-a2+b-a3+...:b+(b+b-al+b-a2+b-a3+...+b-a”+...)-a:b+S-a

Summen opfylder altsa ligningen S=b+ S-a, men den har jo netop lgsningen:

b

S=—
1-a
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To paradoksale ovelser med uendelighed

Den forvirrede flue

En flue fanges ind mellem to uheldige tog, der kerer mod hinanden pa det samme
spor. Fluen rammes af det venstre tog A og begynder straks at flyve til hgjre mod toget
B. Det sker da afstanden mellem de to tog er 10 kilometer. Da fluen nar frem til toget
B vender den om pa en studs og flyver tilbage mod A. Da fluen nar frem til toget A
vender den igen om pa en studs og flyver tilbage mod toget B og sa fremdeles indtil de
to tog uheldigvis steder sammen og fluen bliver klemt flad.

Antag at begge togene korer med farten 72 kilometer i timen. Fluen — som er en super-
flue — flyver med farten 108 km i timen.

Spergsmalet er hvor langt fluen flyver i alt!

Prov at opstille ligninger for de to tog og fluens zig-zag-beveaegelse og tegn grafen for
savel togenes beveegelse som for fluens beveegelse. Brug eventuelt menupunkterne
Parallel, Reflektion, Linje og Skaeringspunkt(er) til at tegne grafen for fluens zig-zag-
beveegelse.

Udregn tidspunktet for sammenstedet og find derved hvor langt fluen har flgjet.

Opdel ogsa flyveturen i etaper og udregn for hver enkelt etape henholdsvis den tid eta-
pen tager, som hvor langt fluen flyver i den pageeldende etape. Udregn ved hjeelp heraf
savel leengden af den samlede flyvetur for fluen som den tid den samlede flyvetur ta-
ger.

Forklar hvorfor opgaven er en variation af Zenos paradoks om Achilleus og Skildpad-
den.

Dine noter:
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Drengen, pigen og hunden

En dreng en pige og en hund er ude at spadsere langs en landevej; Turen starter i et
feelles udgangspunkt. Drengen gar med fire kilomenter i timen, pigen med tre kilome-
ter i timen. Hunden leber frem og tilbage mellem drengen og pigen med 10 kilometer i
timen.6

Spoergsmalet er hvor hunden befinder sig, nar der er gaet en time, og hvem er
hunden pa vej hen imod pa dette tidspunkt?

For at lgse denne opgave er du nedt til at regne bagleens. Du far lidt hjeelp til lgsning
af opgaven, idet du far hjeelp til den grafiske konstruktion. I en Grafer og Geometri
applikation tegner du forst graferne for hhv. dreng(x) = 4-x, pige(x) = 3:x, hund1(x) =
10-x og hund2(x) = -10-x. Veelg desuden et passende Zoom som vist nedenfor:

hund1(x)=10-x

2 05 1.22

hund2(x)=-10-x

-4.57

Redegor for graferne som udtryk pigens og drengens spadseretur samt hundes
leb. Hvad har vi ud af hhv. x- og y-aksen? Redegor for haeldningskoefficienterne?

6 Opgaven blev stillet i 1971 i januarudgaven af Mathematics Magazine.
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Skriv teksten 1 i grafrummet og overfor veerdien til x-aksen ved hjeelp af menupunktet
Overfor maling. Navngiv punktet P. Oprejs den vinkelrette til x-aksen gennem punk-
tet P og konstruer skeeringspunkterne mellem den vinkelrette og graferne for hhv.
dreng(x) = 4-x og pige(x) = 3-x. Skeeringspunkterne navngives R og S. Bestem koordi-

naterne for skeeringspunkterne:

543 T7Y

hund1{x]=10-x

2012 05

\ hund2(x)=-10-x

Hvilken betydning har den vinkelrette linje og koordinaterne for S og R?

Konstruer linjestykket mellem punkterne S og R. Afseet herefter et punkt pa linjestyk-
ket som navngives H. Kontrollér at punktet er konstrueret pa linjestykket ved at track-
ke i det. Punktet pa dette linjestykke repraesenterer hundens "position” efter en time!

543 17
hund1(x)=10-x

%]

dreng(x)=4-x

(1.4]

R(1,3)
pige(x)=3-x

ﬁ:’f’? 05

\ hund2(x)=-10-x

£ 123

Dine noter:
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Vi skal nu konstruere hundens leb mellem drengen og pigen ved at tage udgangs-
punkt i slutpunktet efter en time. Lad os sige at hunden for slutpunktet H kom fra
drengen og var pa vej mod pigen. Traek punktet H fri af punkt S (ned mod R!). Kon-

struer en ret linje, der ligger ovenpa graferne for hhv. hund1(x) = 10-x og hund2(x) = -
10-x. Linjerne navngives hhv. log m:

543 TV

hund1(x)=10-x drenglx)-4-x
! rsi14)
H
R(1,3)
pigelx)=2-x

N

0-12 05

P 1.22
1
\ hund2(x)=-10-x

Konstruer desuden en linje pa graferne for graferne for hhv. dreng(x) = 4-x og pige(x)
= 3-x. Disse linjer navngives hhv. n og o. Konstruer herefter en parallel til m gennem

H:
543 T ¥ =4
tekst hund1(x)=10x dreng(x)_ff-------
5(1.4)
RIN3)
pige(x =3x

2 W05

P 1.22
1
\ hund2(x)=-10-x

Konstruer nu en parallel til [ gennem det nye skeeringspunkt:
543

hund1(x)=10-x

2 LO5

P 1.22
1
\ hund2(x)=-10-x
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Fortseet denne bagleens konstruktion af hundens lgb mellem drengen og pigen som
ovenfor. Skjul de parallelle linjer og genskab hundens lagb som linjestykker:

[

i
Z\ hund2{x}=-10-x !

Traek nu i punktet H. Hvad observerer du?

Kan du nu svare pa hvor hunden befinder sig, nar der er gaet en time, og hvem
hunden er pa vej hen imod pa dette tidspunkt?

Dine noter:

32




Graenser for kognition: At begrebsliggore det ubegribelige... Uendelighed!?
Tveerfagligt forlgb for 1.x 2010 med matematik, dansk og religion

Thomsons lampe

Thomsons lampe er en gade, der er en variation af Zenos paradokser. Den var ud-
teenkt af filosoffen James F. Thomson, som ogsa skabte begrebet supertask, som vi pa
dansk vil kalde en superaktivitet. I en almindelig aktivitet kan man kun udfere ende-
ligt mange goremal i lebet af et endeligt tidsrum. Men i en superaktivitet udferer man
uendeligt mange geremal i lebet af et endeligt tidsrum! Det er steerkt omdiskuteret om
der findes superaktiviteter i den virkelige verden (men fx en hoppende bold kunne
veere et godt bud pa en superaktivitet), men som tankeeksperimenter spiller de en be-
tydelig rolle i moderne filosofi. Her ser vi nu pa Thomsons lampe, der er prototypen pa
en teenkt superaktivitet:

Der findes leeselamper med en simpel kontakt pa lampens fod: Hvis
lampen er slukket og du trykker pa kontakten, teendes lampen. Hvis -
lampen er teendt og du trykker pa kontakten, slukkes lampen. Sa hvis
lampen er slukket og du trykker pa kontakten et ulige antal gange, vil

den veere teendt. Trykker du i stedet pa kontakten et lige antal gange / \
vil den veere slukket. SN

Men hvad nu, hvis lampen er slukket og jeg trykker pa kontakten et uendeligt antal
gange i lgbet af to minutter, f.eks. ved at trykke pa kontakten én gang i lgbet af det
forste minut, én gang i lebet af det neeste halve minut, én gang i lebet af det neeste
kvarte minut osv., for sa er jeg jo feerdig med at trykke pa kontakten efter to minutter
- hvorfor?

Tid 0 1 1.5 1.75 1.875 2
Status Teendes | Slukkes | Teendes | Slukkes | Teendes ... ?
Veerdi 1 -1 1 -1 1 e ?

Hvis vi tilleegger lampens status vaerdien -1, nar lampen er slukket, og veerdien 1, nar
lampen er teendt kan vi nu illustrere lampens status grafisk. Vi navngiver listerne in-
terval, tid, status og veerdi. Vi udregner nu status for de ti forste intervaller. Men da
et interval jo fastlaegges af to tider, startveerdien og slutveerdien, ma vi dublere celler-
ne. Vi skal derfor veere en lille smule omhyggelige ved indskrivning af cellekommando-
erne i det folgende:

interval: Cellerne Al og A2 tildeles veerdien 1 for det forste interval (med plads for
start og slutveerdi). Cellerne A3 og A4 tildeles derefter vaerdierne =A2+1 og =A3, dvs. 2
og 2. Markér cellerne A3 og A4, hgjre-klik, veelg Udfyld nedad og brug piletasterne til
at udfylde de forste 20 celler med veerdierne fra 1 til 10.

interval .tid .status .vaerdi

interval ﬁtid @status

Klip
Kaopier

Seet ind

Udfyld nedad
Slet celler [
Sarter

O || u | kW W[N]
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tid: Cellerne B1 og B2 tildeles veerdierne O. og 1. (leeg meerke til decimalpunktummer-
ne!) idet det forste interval starter til tiden O og slutter til tiden 1. Det andet interval
(cellerne B3 og B4) slutter efter yderligere et halvt minut. Veerdien af celle B3 er den
samme som B2, da det naeste interval starter, nar det forrige slutter. Det udregnes
altsd som = B2. Men slutveerdien skal afspejle at det neeste tidsrum kun er halvt sa
langt som det foregaende. Det udregnes derfor som den tid, vi er naet frem til i det fo-
regaende interval (her B3) plus halvdelen af tidsrummet fra det forrige interval (her fra
B1 og B2):

interval .tid .status .vaerdi

1

1

2

2

3 1.5
3 1.75
4 175
4

5

5

6

6

B4 |=b3

1.875
1.875
1.9375
1.9375
1.96875

Vi hgjreklikker pa cellerne B3 og B4 og bruger piletasterne pa tastaturet for at udfylde
tidspunkterne for de ti forste intervaller (dvs. de 20 forste celleer).

status: I cellerne C1 og C2 skriver vi "Teendt" som status for lampen ved det angivne
interval (husk gasegjnene!). I cellerne C3 og C4 skriver vi tilsvarende "Slukket". Ud-
fyld herefter de ti forste cellers status ved at markere de fire forste celler og udfylde
nedad. Statusveerdien i det forste interval er 1, da lampen teendes ved tiden O og sta-
tusveerdien er -1 i det andet interval, idet lampen slukkes igen til tiden 1.

veerdi: Hefter gor vi preecis det samme i sgjlen for veerdi, idet -1 star for slukket og 1
for teendt.

interval .tid .status .vaerdi

(=]

1 | Teendt
1 | Teendt
2 Slukket
2 1.5|Slukket
3 1.5(Taendt
3 1.75(Taendt
4 1.75(Slukket
4

5

5

6

6

—

iy

1.875|Slukket
1.875(Teendt
1.9375(Teendt

1.9375|Slukket

1.96875|Sluklket

ol Al alala|l Al o ol A A s
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Vi indseetter nu en ny side og splitter siden i to dele i horisontalt niveau. Vi indseetter
to Data og Statisk applikationer. I det gverste vindue tilfgjer vi hhv. interval til x-
aksen og status til y-aksen. I det nederste vindue tilfgjer vi hhv. tid til x-aksen og
veerdi til y-aksen, idet vi desuden hgjre-klikker og veelger Forbind datapunkter:
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Vi ser da fx , at lampen til tiden O teendes og derfor far tildelt veerdien 1. Til tiden 1
minut slukkes lampen og far derefter tildelt veerdien -1. Begge grafer indeholder i en
vis forstand den samme information, men i den everste graf er der fokus pa interval-
lerne, mens den nederste graf har fokus pa tiden. Den gverste graf svarer altsa til ha-
ren og hunden hvor vi fokuserer pa spring, som det koordinerende element, mens vi
aktivt inddrager tiden i den nederste. Udvider vi antallet af intervaller, vil den gverste
graf blot fortseette i det uendelige, mens den nederste graf under alle omsteendigheder
slutter til tiden 2 og vi ma zoome ind hvis vi vil se de nye detaljer!

Med tabellen og grafen kan vi for ethvert givet tidspunkt indenfor de to ferste minut-
ter sige hvilken status lampen til et givet tidspunkt: Er den teendt? er den slukket?
eller er den ved at skifte status fra teendt til slukket eller fra slukket til teendt.

Lad os sige at vi skal bestemme det interval tiden 1.770 minutter falder indenfor. Af
tabellen ser vi at tidspunktet ligger i det 4. interval fra 1.750 til 1.875 minutter. I Data
og Statistik applikationen indseetter vi veerdien 1.770 minutter ved hjeelp af menu-
punktet Plot vaerdi:
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Vi ser altsa at lampen i dette interval er slukket!

Af grafen ser vi at leengden af intervallernes tids udstreekning aftager drastisk, idet
intervalleengderne halveres. De vandrette forbindelseslinjer bliver kortere og kortere
efterhanden som vi neermer os to minutter. Tilsyneladende er den uendelige sekvens
af statuseendringer overstaet efter to minutter, idet vi ikke overskrider to minutter!

I tabellen markerer vi de fire sidste raekker med data for det 9. til 10. interval. Vi hgj-
reklikker for at udfylde de 24 forste intervaller. Vi ser at TI-Nspire "giver op” efter det
19. interval hvor den "afrunder” den uendelige sekvens og returnerer veerdien 2:

Winterval Brid Estatus Puzerd
. = e .
19| 1.99999(Teendt 1
19 2.|Teendt 1
20 2.|Slukket 1
20 2.|Sluklket 1
21 2.|Teendt 1
21 2.|Teendt 1
22 2.|Slukket 1
22 2.|Slukket 1
23 2.|Teendt 1
23 2.|Teendt 1
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I Data og Statistik vinduet hegjreklikker vi for at Zoome ind pa x-intervallet fra 1.95 til
2.01 minutter via Vinduesindstillinger:

¥Yinduesindstillinger

XMin: [1.95

#Mlaks: Im

Yiin: |-1.2

X

YMaks: [1.2

[8]4 I Annuller
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Vi har altsa ovenfor set, at vi kan besvare en raekke sporgsmal der knytter sig til hvor-
ledes lampen opferer sig inden for de to forste minutter. Vi har ogsa set, at den uende-
lige sekvens er overstaet efter to minutter.
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Men vi far ogsa rejst nye spergsmal af vores undersogelse:
e Vil lampen sa veere teendt eller slukket efter preecis to minutter?
e Ville der veere forskel pa slutstatus hvis lampen havde veeret teendt i starten i
stedet for slukket?

I vores undersogelse tillagde vi lampens status veerdien 1 eller -1 hvis den var hhv.
teendt eller slukket. Altsa er sekvensen {1,-1,1,-1,1,-1,...} udtryk for at lampen skifter
status fra at veere teendt til at veere slukket, idet den starter med at blive teendt. I ste-
det for at betragte denne talfelge, danner vi i stedet summen, dvs. den tilhgrende reek-
ke, som giver Grandis uendelige sum:

S=1-1+1-1+1-

En endelig sekvens af statusaendringer svarer dermed til at bestemme en endelig sum.
Lampen er som udgangspunkt slukket, s4 hvis vi har trykket en gang far vi netop
summen S = 1, hvorfor lampens nu er teendt. Hvis vi har trykket endnu engang er
summen gndret til S= 1-1 = 0, og lampen er nu slukket. Trykker vi endnu engang fas
nu S = 1-1+1 = 1 og lampen er derfor igen teendt. Altsa vil vi efter en endelig sekvens
af statusaendringer have en sum, der enten er 1 eller 0, alt efter om der har foregaet et
lige eller ulige antal skift. Hvis summen er lig 1 har vi trykket et ulige antal gange og
lampen er teendt. Trykkes et lige antal gange er summen O og lampen er slukket.

At besvare ovenstdende speorgsmal om hvorvidt lampen er teendt eller slukket efter
ngjagtigt to minutter svarer dermed til at bestemme summen efter uendelig mange
sekvenser. Sa spergsmalet er om summen giver 1 eller O svarende til at vi efter uende-
lig mange gange har trykket et lige eller ulige antal gange. Men det kan vi jo ikke svare
pa for det svarer til at sige at en uendelig sekvens er et lige eller ulige tal!

En anden made at illustrere problemet pa er at betragte Grandis reekke, dvs. summen
for uendelig mange led:

S=1-1+1-1+1--
Denne serie kan omskrives til:

S=1—(1+1—1+1~~-)=l—S
Ved ligningslgsning far vi altsa at 2-S=1 hvorfor S= %! S& lampen er hverken teendt

eller slukket og dette uanset om lampen var teendt eller slukket fra starten!

Grandis raekke kan omskrives til:
S=1-141-1+1- = (-1)° +(=1) +(=2)" +(-1)" +(-1)" +---

Forseger vi herefter at lade TI-Nspire beregne den uendelige sum, ser vi at summen
divergerer, dvs. ikke kan tilleegges nogen veerdi:

o [£4]

> ) > feslron)

n=0 n=0
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1. projektemne: Hilberts hotel

HOTEL
UENDELIG

Der I8 engang et hotel oppe i bjergene.
Hotellet var s& populaart, at hotellets direk-
tor besluttede at udvide det.

Men det fortsatte med at vaere fyldt helt
op med gaester, sa han blev ved og ved
med at udvide det, indtil det endelig en dag
... var blevet uendeligt stort. Direktgren var
meget tilfreds og specielt kunne han godt
lide hotellets slogan...

Hotellet er fuldt optaget, men vi kan
altid finde et ledigt vaerelse til dem!’
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2. projektemne: Magiske trapper

Magiske Trapper

- uden ende!?
-+« der er altid et naeste trin!

Selvfglgelig stopper de fleste trapper, nir man nar til
gadeplanet. Men med magiske trapper er det noget andet -
For det fprste har trinene ikke den samme stprrelse. Fx
kunne det jo vaere at trinene blev halveret, for hver gang

du tog et trin nedad.

Men s kan det vaete du forestiller dig, at du p3 vej hed ad
trappen snart bliver ngdt til at tage to trin, fire trin, otte trin,
-++- ad gangen.

Men nej — for det er en del af magien, at hver gang du tager
ct trih hed af trappen, skrumper du il den halve stgrrelse.

( Selvfzlgelig m3 det vaere sidan for ellers ville dine fadder [o
hurtigt blive for store til trinene.) S3 det fples som om
trinene 3ltid har den rette stgrrelse.

N3r man bygger en magisk trappe

skal man starte for oven oq arbejde sig nedad.

Det er npdvendigt at lave nogle omhyggelige beregninger
for hvis man starter forhgijt, ender man ikke pa gadeplanet.

Hindvarkerne har kludret i det far — Fx da de byggede en magisk trappe i Arhus —
e e stadiquask £ gang med at bygge den, men er nu nget til &in
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3. projektemne: Eventyret om Gog og Magog

Eftewsam han var en feempe hunne Geg godt
lide stane ting. En dag fem han hjem med et
fcempe bocet fyldt med tuebuififien, dex netep
passede ind i vammen. "Det ex et bnoklboucedt”,
sagde han stalt til sin fene (sam blev faldt

(T

AT
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4. projektemne: ISOLAND

. /\//
.w"/ \/f

Et sted er der en bjergkaede, som Isolendingene
kalder de Ligedannede Bjerge. Siderne pa disse
bjerge aftager regelmassigt ud mod havet — den
skra side pa det hojeste bjerg er 1/2 mil, den nzeste
1/4 mil, s folger 1/8 mul, 1/16 mil osv.
Isolendingene holder meget af disse bjerge for fra
toppen af dem kan du se helt ud til stranden: Og
det tager kun en gatur op og ned af bjergsiderne pa
halvanden mul for at komme ud til stranden.

P& ISOLAND er det indre helt fladt pd niveau
med havets overflade — men havet
holdes ude af det indre af en ring-
formet bjergkeede (hvis tveersnit
er opbygget af ligesidede
trekanter).

42
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Et andet sted er der en bjergkzde, som Isolzndingene
kalder de Harmoniske Bjerge. Siderne pa disse

bjerge aftager ogsa regelmemssigt ud mod havet — det
hojeste bjerg har en side pi 1/2 mil, men det naste

har en side pa 1/3 mil, sa folger 1/4 md,

derefter 1,5 mil osv.

Man kan ikke se stranden fra disse bjerge — de andre

star hele tiden 1 vejen. Og der er lengere ud il stranden —
endda meget lzengere; faktisk er der ngtiet meget lengere!
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S. projektemne: Kloveroen

Forestil dig en o, der starter som et kvadrat. Hver dag kommer havet og gnaver sig ind
pa gen, samtidig med at det aflejrer det frigjorte materiale rundt langs gen. Jen en-
drer derfor langsomt udseende efter nogle simple regler, som vi nu vil fastleegge. Vi
dele. kvadratet i 16 lige store delkvadrater. Disse nummereres fra 1 til 16 som vist pa
figuren. Nar havet gnaver sig ind pa een, fjerner det langs hver af siderne det tredje
randkvadrat og aflejrer det ud for nabokvadratet. Den forste dag fjerner havet altsa
randkvadraterne 3, 6, 9 og 12 og aflejrer dem ud for kvadraterne 2, 5, 8 og 11. Efter
den forste dag ser gen derfor saledes ud:

S
12 3 4‘
12/13/14 5/
‘/a 111615 6 /
0987
S

Kleversen efter 1. dag.

De 16 delkvadrater deles nu i 16 nye kvadrater, der kan nummereres pa samme made
som for. De yderste randkvadrater omfordeles som for. Havet gnaver sig ind pa gen og
fierner hvert tredje randkvadrat og aflejrer det ved siden af. Efter den anden dag ser
oen derfor sadledes ud:

FH

L

{
LT1
I

|

-
i
.
H

|
rl’"‘
i

i

o

Havet gnaver sig ind pd een. Kleversen efter 2. dag.

Sadan fortseetter det dag efter dag!

Kleveraen efter 3. dag. Den yderste dag!

Nar der er gaet uendelig mange dage (pa "den yderste dag"), har havet sa faet frem-
bragt en fraktal g, Klevereen.
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6. projektemne: Uendeligt fjerne punkter

Hvad forestiller billedet?
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7. projektemne: Gensyn med Zeno!

*

O

1 1
2 s 4

will it ever vanish? When?

Du vil aldrig na ud af veerelset...
Hvor langt er der til deren? Otte meter?
Hvis du kom halvvejs til deren vil der stadig
veere den halve distance tilbage (fire meter). Og
hvis du tilbagelagde halvdelen af denne distance vil
der stadig have en halv distance tilbage. Altsa vil der altid
veere halve distancer tilbage. Du vil dermed aldrig na hen til
deoren! Det samme geelder reesonnement geelder uanset hvilken
distance der skal tilbageleegges. Altsa vil du ikke en gang na % af
vejen til deren... rent faktisk vil du ikke komme ud af stedet!

The story on the lett was first told by Zeno 25 centuries

ago . . . Modern scientists tell a similar story about

cular element, halt

5 decay into some other
a oerliam |'1':.\.'\l.! {called the half-life of
hat element). For example; half the carbon-14
na F'i'.".'l\.' !

f dead material change into
mitrogens14 atoms after about 57X vears. But
halt of them are still there. In another 5720

of that half will have decaved. Tf it

like this, would the carbon ever
completely disappear?
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8. projektemne: Boldene og vasen

1 42 43 &2 85,465 47. 48 49, 0. B4, @2 §3 g4 @5 Q5. §17 @8 {19 ¢20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 .37 38 39 40

Forestil dig at du har en uendelig samling af tennisbolde, der er nummereret 1, 2, 3,
... — og at din makker har en uendeligt stor vase. Din opgave er nu at smide alle bol-
dene op i vasen, makkerens at smide dem ud igen. Da der er uendeligt mange bolde er
det en superaktivitet, idet den skal udferes pa en endelig tid!

Til at begynde med ligger alle boldene altsa uden for vasen!

Et helt minut i 12 smider du lynhurtigt boldene 1-10 op i vasen, og din makker fjerner
straks bold 10.

Et halvt minut i 12 smider du lynhurtigt boldene 11-20 op i vasen, og din makker
fjerner straks bold 20.

Et kvart minut i 12 smider du lynhurtigt boldene 21.30 op i vasen, og din makker
fjerner straks bold 30.

Og saledes bliver i bare ved og ved og ved ...

Hvor mange bolde vil der sa vaere i vasen kl. 12?
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9. projektemne: Kaeder uden graenser

Teenk pa en uendelig raeekke
af perler pa en snor ...

og teenk sa pa perlerne i et uendeligt net ...

Er der flest perler pa snoren eller i nettet?
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10. projektemne: Bogen af sand

Jeg slog op et tilfeeldigt sted. Skriften var mig frem-
med. Siderne, som forekom mig at veere slidte og darligt
trykte, var tospaltede pa samme made som en bibel.
Teksten stod teet og var ordnet i bibelvers. I sidernes
gverste hjerne stod der arabiske tal. Jeg lagde meerke
til, at den lige side kunne have tallet (lad os sige) 40.514
og den ulige, den folgende, 999. Jeg bladrede; bagsiden
havde et ottecifret tal. Den var forsynet med en lille illu-

stration, som dem, man bruger i ordbg-

—— ger: et anker tegnet med pen, som af et

Y barns kejtede hand.

@ Da var det, at den ukendte sagde til mig:

— Se godt pa den. De far den aldrig at se igen. Der 14 en trussel i udsag-
net, men ikke i stemmen.
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